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MATLAB 

 
Πληροφορίες σχετικά µε τις στατιστικές συναρτήσεις υπάρχουν στο Statistics Toolbox του  

documentation του MATLAB, στο Help  MATLAB Help. Εκεί µπορεί να δει κάποιος ποιες συναρτήσεις 
(εντολές) υπάρχουν, πως συντάσσονται και πως χρησιµοποιούνται σε παραδείγµατα.  
Επίσης, είναι σχεδόν απαραίτητο να δει και να µελετήσει κάποιος τις βασικές κατανοµές πιθανότητας 
(ιστόγραµµα, pdfs, cdfs) από το Help  Demos  Toolboxes  Statistics  [ Probability Distributions , 
Random Number Generation]. Τέλος, εισαγωγικές σηµειώσεις για το MATLAB υπάρχουν στη διεύθυνση 
http://www.mred.tuc.gr/home/MatlabIntroV1.pdf  
 
Παρακάτω θα εξετάσουµε µερικά απλά παραδείγµατα. 
 
 
 
1. 

Το πλήθος των επιτυχιών (π.χ ΄γράµµατα΄) στις ρίψεις ενός νοµίσµατος δίνεται από την δυωνυµική κατανοµή. 
Η συνάρτηση binornd(N,p) δίνει το πλήθος των επιτυχιών σε Ν επαναλήψεις όταν η πιθανότητα επιτυχίας είναι p και η 
binornd(N,p,m,n)  m x n αποτελέσµατα σε ένα πίνακα m x n.  
Ας πούµε ότι έχουµε ένα νόµισµα και θέλουµε να δούµε πόσο ΄δίκαιο΄ είναι. Ας υποθέσουµε ότι στην πραγµατικότητα 
είναι κατασκευασµένο έτσι ώστε να δίνει ΄γράµµατα΄µε πιθανότητα 55% αντί  50%. Κάνοντας 10 πειράµατα µε 100 
επαναλήψεις τη φορά, παίρνουµε ένα πίνακα 1x10, όπου το κάθε στοιχείο του δίνει το πλήθος των επιτυχιών 
(΄γράµµατα΄) 
 
» gramata=binornd(100,0.55,1,10) 
 
gramata = 
 
54    51    56    45    52    55    55    54    55    65 
 
Η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση του δείγµατος είναι 
 
» [mean(gramata), std(gramata)] 
 
ans = 
 
54.2000 4.9621 
 

Η (άγνωστη) µέση τιµή είναι µ=p=55 και η (άγνωστη) τυπική απόκλιση είναι σ = Npq = 4.975. Οι δειγµατικές τιµές 

που πήραµε είναι αρκετά κοντά. Μια εκτίµηση λοιπόν της πιθανότητας επιτυχίας (΄γράµµατα΄) είναι 0.542p =� , που 

σηµαίνει ότι το νόµισµα ίσως ευνοεί τα ΄γράµµατα΄. Το πόσο σίγουροι είµαστε γι’ αυτό θα εκφράζεται από ένα επίπεδο 
εµπιστοσύνης (που το διαλέγουµε εµείς) και ένα αντίστοιχο διάστηµα εµπιστοσύνης που θα εξαρτάται από την τυπική 
απόκλιση και την ίδια την κατανοµή. Αυξάνοντας το πλήθος των επαναλήψεων Ν, πετυχαίνουµε σταδιακά µικρότερη 
(δειγµατική) τυπική απόκλιση, άρα καλύτερη εκτίµηση. Για να δούµε καλύτερα την εξάρτηση από το πλήθος των 
επαναλήψεων υπολογίζουµε τα αποτελέσµατα 5 πειραµάτων µε 10, ... ,104 επαναλήψεις τη φορά. 
  
>> Ν=logspace(1,4,4) 
 
Ν = 
 
          10         100        1000       10000 
 
>> gramata=binornd(Ν,0.55) 
 
gramata = 
 
           6          59         547        5501 
 
>> p=gramata./Ν 
 
p = 
 
    0.6000    0.5900    0.5470    0.5501 
 
Όπως αναµενόταν η εκτίµηση του p γίνεται σταδιακά καλύτερη, συγκλίνοντας στην θεωρητική τιµή. Αν θέλουµε να 
ξέρουµε τα (π.χ 90%) διαστήµατα εµπιστοσύνης, χρησιµοποιούµε την αντίστοιχη συνάρτηση που κάνει εκτίµηση 
παραµέτρων για τη διωνυµική κατανοµή 
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>> [p,cip]=binofit(gramata',Ν',0.1) 
 
p = 
 
    0.6000 
    0.5900 
    0.5470 
    0.5501 
 
 
cip = 
 
    0.3035    0.8500 
    0.5029    0.6730 
    0.5205    0.5733 
    0.5419    0.5583 
 
Η συνάρτηση binofit() κάνει µια εκτίµηση από ένα δείγµα (το gramata) µε γνωστό πλήθος επαναλήψεων (το Ν), για την 
πιθανότητα p  (στήλη p) και το αντίστοιχο 90% διάστηµα εµπιστοσύνης (στήλες cip). Παρατηρήστε ότι για Ν=10, το 
διάστηµα εµπιστοσύνης είναι περίπου [0.3, 0.8]. Για ικανοποιητικό πλήθος  Ν=10000, είµαστε 90% σίγουροι (δηλ., µε 
πιθανότητα λάθους 0.01) ότι η πραγµατική τιµή είναι στο [0.5419, 0.5583] µε εκτίµηση την   p  = 0.5501  
 
 
 

2. 
  Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή  Χ  ακολουθεί την οµοιόµορφη κατανοµή στο [0,12]  και   Υ = 

2X X+   µια 
νέα τυχαία µεταβλητή. Θα εξετάσουµε την κατανοµή των µεταβλητών και την (γραµµική) εξάρτησή τους.   
 
 
>> x=unifrnd(0,12,1,1000);   
>> y=x.^2+sqrt(x); 
>> hist(x,50); 
>> figure; 
>> hist(y,50); 
>> figure; 
>> qqplot(x,y); 
 
 
>> cov(x,y) 
 
ans = 
 
  1.0e+003 * 
 
    0.0121    0.1492 
    0.1492    1.9509 
 
>> [var(x) var(y)] 
 
ans = 
 
  1.0e+003 * 
 
    0.0121    1.9509 
 
 
Φτιάχνουµε ένα δείγµα για κάθε µεταβλητή, µε 1000 παρατηρήσεις το κάθε ένα. Το πρώτο ιστόγραµµα ανήκει στη 
µεταβλητή Χ  (οµοιόµορφη κατανοµή) και το δεύτερο στη µεταβλητή Υ, στο οποίο φαίνεται ότι η κατανοµή της Υ  δεν 
είναι οµοιόµορφη. Το ίδιο µπορούµε να δούµε στο διάγραµµα ποσοστιαίων σηµείων των δυο µεταβλητών, που δίνει η 
εντολή qqplot(x,y). Αν ανήκαν στην ίδια κατανοµή θα έπρεπε όλα τα ζεύγη τιµών (µπλε) να βρίσκονται πάνω στην ευθεία. 
 
 
Η κατανοµή της Υ  δεν είναι οµοιόµορφη λόγω των µη-γραµµικών όρων που περιέχει, και µάλιστα περισσότερο λόγω του 

όρου 
2x  αφού είναι σε µεγαλύτερη δύναµη. 
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Η εντολή cov(x,y) δίνει τον πίνακα συνδιακύµανσης (covariance matrix) για τις δυο µεταβλητές. Ο πίνακας αυτός είναι 
συµµετρικός. Τα διαγώνια στοιχεία του είναι οι αντίστοιχες (δειγµατικές) διασπορές ( var(x), var(y) ) των δυο µεταβλητών 
και τα µη-διαγώνια στοιχεία του η (δειγµατική) συνδιακύµανση (συντελεστής συνδιακύµανσης) των δυο µεταβλητών, δηλ. 

το 
2
XYσ  ή  καλύτερα το 

2
XYs   

Ο πίνακας συσχέτισης (correlation matrix) δίνεται από την corrcoef(x,y) και είναι  επίσης συµµετρικός µε διαγώνια στοιχεία 
πάντα ίσα µε τη µονάδα. Οι µεταβλητές Χ  και Υ  είναι προφανώς εξαρτηµένες και µάλιστα µη-γραµµικά. Ο συντελεστής 
(γραµµικής) συσχέτισης ισούται µε το µη-διαγώνιο στοιχείο του πίνακα αυτού.   
  
>> corrcoef(x,y) 
 
ans = 
 
    1.0000    0.9721 
    0.9721    1.0000 
 

 
 

3. 
 Αν ένα σύνολο παρατηρήσεων ακολουθεί την κανονική κατανοµή είναι γνωστό ότι η δειγµατική µέση τιµή 

ακολουθεί επίσης την κανονική κατανοµή και η δειγµατική τυπική διασπορά ακολουθεί την κατανοµή 
2χ . 

Συγκεκριµένα, αν ένα σύνολο n  παρατηρήσεων (το πλήθος του δείγµατος) είναι κανονικά κατανεµηµένο µε διασπορά 

2σ  και αν 
2s είναι η δειγµατική διασπορά, τότε ισχύει ότι   

2
2

2

( 1)
( 1)

n s
nχ

σ
−

−∼ . ∆ηλαδή η µεταβλητή 

2

2

( 1)n s

σ
−

 ακολουθεί την κατανοµή 
2χ  µε n-1 βαθµούς ελευθερίας.  

Για να επαληθεύσουµε την ισχύ της παραπάνω πρότασης θα χρησιµοποιήσουµε διάγραµµα ποσοστιαίων σηµείων και την 
εντολή qqplot( ).  
 
Έστω ότι το δείγµα ακολουθεί την κανονική κατανοµή Ν(0,2), δηλ. µε µ=0 και σ=2. ∆ιαλέγουµε σαν πλήθος του 
δείγµατος ένα ικανοποιητικά µεγάλο αριθµό, π.χ n=5000. Θα πρέπει όµως να εξετάσουµε πολλά τέτοια δείγµατα από την 
κανονική κατανοµή, π.χ 500 δείγµατα. Φτιάχνουµε έτσι ένα πίνακα 5000 x 500, κάθε στήλη του οποίου είναι ένα δείγµα 
πλήθους n=5000 
 
>> n=5000; 
>> x=normrnd(0,2,n,500); 
 
Έπειτα, για κάθε δείγµα παίρνουµε τη (δειγµατική) διασπορά του, φτιάχνοντας ένα πίνακα 1 x 500  που περιέχει τις 
(δειγµατικές) διασπορές των 500 δειγµάτων   
 
y=var(x); 
 

∆ηµιουργούµε τη µεταβλητή  

2

2

( 1)n s

σ
−

 

 
y=((n-1)*var(x))/4;  
 

Η µεταβλητή  y  θα ακολουθεί την κατανοµή  
2χ  µε n-1 βαθµούς ελευθερίας. Για να το διαπιστώσουµε, φτιάχνουµε µια 

νέα µεταβλητή  z  από την κατανοµή 
2χ  µε 4999  βαθµούς ελευθερίας, η οποία περιέχει ένα δείγµα πλήθους, π.χ 600 

παρατηρήσεων σε ένα πίνακα  1 x 600 
 
>> z=chi2rnd(n-1,1,600); 
 
Τέλος, παίρνουµε το διάγραµµα ποσοστιαίων σηµείων των µεταβλητών y  και z 
 
>> qqplot(y,z); 
 
Από το διπλανό διάγραµµα φαίνεται ότι οι δυο µεταβλητές ακολουθούν την  
ίδια κατανοµή 
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4. 
 Έστω ότι τα µεγέθη Χ  και Υ  είναι τυχαίες µεταβλητές και ακολουθούν την κανονική κατανοµή  µε παραµέτρους 

Xµ =10 , 
2
Xσ =1  και Yµ =5 , 

2
Yσ =4. Θα εξετάσουµε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ  + Υ , που ως γνωστό 

είναι επίσης κανονική µε µέση τιµή και διασπορά το άθροισµα των αντίστοιχων παραµέτρων των δυο κατανοµών, δηλ. 

X Yµ + = 15  και  
2
X Yσ +  = 5 

Φτιάχνουµε από ένα δείγµα ικανοποιητικού πλήθους, π.χ n=1000, για κάθε µία κατανοµή και τα προσθέτουµε 
 
>> n=1000; 
>> x=random('Normal',10,1,1,n); 
>> y=random('Normal',5,2,1,n); 
>> z=x+y; 
>> qqplot(x,y); 
>> figure; 
>> qqplot(x,z); 
>> figure; 
>> normplot(z); 
 

 
 
Στα δύο πρώτα διαγράµµατα ποσοστιαίων σηµείων (των  Χ, Υ  και  Χ, Ζ) φαίνεται όπως αναµένεται ότι και οι τρεις 
µεταβλητές ακολουθούν κοινή κατανοµή. Ειδικά για την κανονική κατανοµή η εντολή normplot() µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για να εξεταστεί αν ένα δείγµα είναι κανονικά κατανεµηµένο. 
Το τρίτο διάγραµµα δηλαδή δείχνει ότι η µεταβλητή Χ  + Υ  είναι κανονική. Επιπλέον, δείχνει ότι έχει µέση τιµή κοντά στο 
15, διότι η διάµεσος (=µέση τιµή, στην κανονική κατανοµή) είναι περίπου 14.9 αν κάνουµε χρήση της εντολής zoom on. 
 
Για να εξετάσουµε τώρα τη µέση τιµή και τη διασπορά της µεταβλητής Χ  + Υ  µπορούµε να κάνουµε χρήση της normfit(), 
η οποία εκτιµά τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση ενός δείγµατος, µε την προϋπόθεση ότι προέρχεται από την 
κανονική κατανοµή. Σε επίπεδο σηµαντικότητας 1%, δηλαδή µε 0.01 πιθανότητα λάθους, οι εκτιµήσεις των παραµέτρων 
µε τα αντίστοιχα διαστήµατα  εµπιστοσύνης είναι  
 
>> [m,s,mci,sci] = normfit(z,0.01) 
 
m = 
 
   15.0818 
 
s = 
 
    2.1389 
 
mci = 
 
   14.9073 
   15.2564 
 
sci = 
 
    2.0220 
    2.2691             

Οι θεωρητικές τιµές είναι X Yµ + = 15  και  X Yσ +  = 5 =2.236. Αν αυξήσουµε το πλήθος του δείγµατος οι εκτιµήσεις 

θα βελτιωθούν και τα διαστήµατα εµπιστοσύνης θα ΄στενέψουν΄. 
 
Ένας άλλος τρόπος να εκτιµήσουµε τη µέση τιµή για µια κανονική µεταβλητή είναι να χρησιµοποιήσουµε την  ttest() ή την 
ztest() οι οποίες κάνουν έλεγχο µιας υπόθεσης. Η πρώτη χρησιµοποιείται όταν η διασπορά είναι άγνωστη και χρησιµοποιεί  
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το t-statistic  
x m

t
s n

−
= , ενώ η δεύτερη χρησιµοποιείται όταν η διασπορά είναι γνωστή και χρησιµοποιεί το z-statistic  

x m
z

nσ
−

= , όπου x είναι η δειγµατική µέση τιµή, m  είναι η µέση τιµή που θέλουµε να ελέγξουµε αν είναι σωστή, s  

είναι η  δειγµατική τυπική απόκλιση και σ  είναι η θεωρητική (πραγµατική) τυπική απόκλιση. 
 
Έτσι, αν θεωρήσουµε ότι η πραγµατική διασπορά για τη µεταβλητή Χ  + Υ  είναι άγνωστη και θέλουµε να ελέγξουµε την 

υπόθεση  X Yµ + = 15  µε εναλλακτική την X Yµ + ≠  15, σε επίπεδο σηµαντικότητας 1% 

 
>> [h,p,mci] = ttest(z,15,0.01,0) 
 
h = 
 
     0 
 
p = 
 
    0.2267 
 
mci = 
 
   14.9073   15.2564 
 

Επειδή  h=0 δε µπορούµε να απορρίψουµε την υπόθεση X Yµ +  = 15  σε επίπεδο σηµαντικότητας 1%. ∆ηλαδή επειδή η 

p, που είναι η πιθανότητα (που αντιστοιχεί στο παραπάνω t-statistic) να παρατηρήσουµε την τιµή x , δεν είναι µικρότερη 
από το επίπεδο σηµαντικότητας (0.01) δε µπορούµε να απορρίψουµε τη µηδενική υπόθεση (null hypothesis) 
 
 
Αν τώρα θεωρήσουµε ότι η πραγµατική διασπορά για τη µεταβλητή Χ  + Υ  είναι µε κάποιο τρόπο γνωστή και θέλουµε να 

ελέγξουµε την υπόθεση  X Yµ + = 14  µε εναλλακτική την X Yµ + < 14, σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% 

 
>> [h,p,mci] = ztest(z,14,sqrt(5),0.05,-1) 
 
h = 
 
     0 
 
p = 
 
     1 
 
mci = 
 
      -Inf   15.1981 
  

Επειδή  h=0 δε µπορούµε να απορρίψουµε την υπόθεση X Yµ +  = 14 έναντι της X Yµ + < 14 σε επίπεδο σηµαντικότητας 

5%. ∆ηλαδή επειδή η p, που είναι η πιθανότητα (που αντιστοιχεί στο παραπάνω z-statistic) να παρατηρήσουµε την τιµή 
x , δεν είναι µικρότερη από το επίπεδο σηµαντικότητας (0.01) δε µπορούµε να απορρίψουµε τη µηδενική υπόθεση (null 

hypothesis). Εδώ όπως είναι λογικό η πιθανότητα να παρατηρήσουµε την τιµή x (ή κάποια µεγαλύτερη τιµή)  µε την 

προϋπόθεση ότι  X Yµ +  = 14, είναι µονάδα (βέβαιο ενδεχόµενο) 

 


